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第一單元：分數的概念與結構
一、關於分數
    聽說德國人若遭到困難，便說是『如墜分數之中』，分數之難由此可見。在國小階段，分數是最高的概念，是國小數學的頂石，但也是往後學習的基石，所以分數有如基礎數學與高深數學間的分水嶺。分數的基礎概念，可能連幼兒都有一點，例如幼兒在其生活經驗中學會了一半、四分之一等等用語，也可能知道一個蛋糕分給兩個人，每人各得二分之一。但分數的概念也含有比、比例的概念。無疑地，分數是國小階段最難的教材。
    分數是一種部分和整體關係的表徵，以下的主題主要是幫忙學生建立這個關係並把它和符號間做個有意義的連結。

二、分數的意義

在數學上的意義

    我們對於分數的了解，可能從切水果開始，將蘋果切為兩半，一半就是二分之一。二分之一就是用來數一半東西的數。無疑這是分數的主要用途之一。但是數學家認為分數(或有理數)是一種關係，就像-1是一個關係一樣(-1是在減法運算中產生的，當2－3時，我們知道答案是-1，假如2和3沒有減的關係，就不會有-1，所以-1代表兩個數之間的關係)。

分數也代表兩個數之間的關係：兩個數之間除的關係。假如我們把分數視為關係，則更能了解分數的多種面向以及分數在生活中應用的各種意義。

多重意義

當分數數詞（字）用來描述有理數時，『a/b』為例，至少可以從下列六種角度，來討論分數數詞（字）的意義：

1.部分與全體的比較：全體為b時，a是b的部分。
例如：『一塊蛋糕的一半』或『三個蘋果中的兩個』

2.除法的活動：a除以b活動的另一種寫法。
例如：『五除以三』可以寫作『5/3』。

3.算子：對於物件『1』，進行一個運作，將『1』等分割成b份再取出a份。
例如：將一個蛋糕切成五等份，取出其中的三等份。

4.小數的另一種記法
例如：0.4＝2/5

5.比的意義：表示兩數量的相對關係（a：b）。
例如『一根10公分的竿子』和『一根5公分的竿子』的長度比例為「1/2」。

6.測量：用來測量一個不滿一個單位量的量的數值問題，或是對兩量的對等關係進行數值化（比值）。

三、發展分數的部分概念

    分數是孩童第一次經驗到除了計數外，能代表某個量的一種數，分數的部分概念是由整體決定的，利用模型來看，將一塊均分成數片，每一片就是一分數塊。孩童必須有分數的數感，關鍵是在幫助孩童發展分數的部分和全部關係的細微差別上得到穩固的了解。

建構分數的部分

    在分數概念發展上第一個目標是幫助孩童建構分數的『部分－整體』的想法，當整體被分割成相等的等份或平分時便產生部份。
    幼兒一定要帶入的一個分數概念就是分割(partitioning)或分享(sharing)的概念，孩童似乎了解在朋友間的分享時，把一個量分成兩個或較多的部分。因此這個分割的概念是好的討論起點。

1.分數的部分之兩種需求

    在下圖中，有些區域被分成四分之一，有些不是。檢驗不是四分之一者，他們是被切成相等或是平分嗎？如果是，為什麼他們不是四分之一？(四分之一意即你需要用四個部分來構成整體)但是其他的整體是被切成四部份，為什麼這些不是四分之一？(這些部分不是平分或相等的部分)
[image: image14.png]


(圖一)
    有一些特殊的分數部分，孩童需要思考兩個觀點或成分：
       eq \o\ac(○,1)整體(1單位)必須由正確數目的部分或分割構成。

       eq \o\ac(○,2)每一個部分必須相等或平分；他們必須是相同大小。

    分數部分的名稱由組成整體的平分數目決定：二分之一、兩個等分割；三分之一、三個等分割；四分之一、四個等分割等等。

    注意，相等的部分不必相同的形狀，全等對分數的部分並不是必須的，部分的概念也不需要考慮單獨一個的實體，分享是較恰當的。例如：一個披薩切成相等12小塊，可以分割成四個等份或部分，每份應看成三片。事實上個別的小塊也是分數的部分(十二分之一)，不可否認的，三片組成一個派的四分之一。
    談到四分之一時，我們習慣說『四等份』，這個詞說的這麼快以至於在四部分和平分的這兩種需求重點都被疏忽了。

2.分數的部分和分數詞的活動
    分數的部分應該使用所有可用的模型做探索，整體或一個整體或純粹一個的專業術語也要同時非正式的被介紹，在所有的活動中，分數詞－一半、三分之一、四分之一、五分之一……等等－是口述和書寫的。這些分數部分或等分割是分數的名詞或事件或物體，他們是所有分數概念實際上的建構基礎，先前的重點在三等份或六等份，不是三分之一或六分之一。
	活動－正確的分割

(圖一)中，顯示出特殊分數部分的例子和非例，希望學生識別哪些整體被正確分割成需要的分數部分和哪些不是。對每一個答案，希望學解釋理由，這個活動應該用不同的模型完成，包含長度和群組模型。


    在『正確的分割』活動中，最重要的是非例的討論，整體是否被正確或不正確分割，孩童不能只專注於分割，當他們做這個活動時，這對孩童創造表明整體的等份也有助益。
	活動－找出平分

給學生模型，希望他們用模型找出五分之一或八分之一或其他分數部分(模型上必須沒有些出分數)，當在相同的模型上標明不同的整體時，這個活動特別有趣，一個給定的分數部分不能用一特殊形狀或顏色來識別，但是可以用部分的關係來識別整體。

    


摺紙是另一個探索孩童建構分數部分的好方法。折成二分之一、四分之一、八分之一是較容易的，因為他們是連續的對摺，只要一些幫助，孩童可以摺成三份長條，然後從三份摺成六份。
    希望孩童畫圓或長方形的細小分塊是非常困難的，我們並不建議這樣的活動。在長方形上，其他的孩童畫出三個精細的等份，然後發現最後一份對四分之一來說太大了。這些和其手眼協調困難有關。試著保持在『數』和『平分』的焦點上，而不要在意畫圖的能力。

3.計數分數的部分

    分數部分或等份一旦發展成想法，然後叫做四分之一或三分之一或任何其他事物，並用一樣的方法來計數，他們可以數蘋果或其他物件。分數大於一個整體時可以用相似的方法理解，三分之七剛好是七個叫做三分之一的事物。藉由計數分數的部分，我們可以在未來學習分數符號之前，幫助孩童發展一個完全的分數名稱一般化系統，口述的名稱以後可以容易和分數記號做連結。

    計數分數是延伸許多重要概念的基礎，例如八分之一比三分之一小的概念，是一個難以理解的概念，計數不同大小的部分並討論幾個可以構成整體，這是一個開始反思這個概念的機會。『計數四分之三，然後計數十二分之三，哪一個比較大？為什麼？』

    計數通常應該包含組合，像5個三分之一或11個四分之一或其他比一個整體大的組合(3個三分之一或4個四分之一)先停下來並討論這種量的名稱，這種計數將消除分數是小於一的概念，較年長的孩童，計數也可以停在明顯等值的分數處，就像6個十二等份(一半)或9個六分之一(一個整體和一個一半)。這些討論將提供等值分數(`equivalent fractions)和帶分數(mixed fraction)好的先驅。

	活動－計數分數部分

學生已能識別四分之一，例如：計數四分之一。在上方出示五或六個四分之一，『有幾個四分之一？讓我們數一數：四分之一、四分之二、四分之三、四分之四、四分之五、四分之六。』計數其他四分之一的集合，詢問是否計數的集合比一個整體(單位1)多或少。假設在不同計數間產生一個訊息『為什麼在四分之七時我們幾乎得到兩的整體，而在十二分之七中我們甚至得不到一個整體？什麼是我們可以說明三分之七的方法？』(兩個整體和三分之一或一個整體和三分之四)




符號與概念的連結

   分數符號的使用應該盡可能延緩，前三個活動全都可以以口述完成，並用分數詞寫下，像7個四分之一或3個八分之一，最後，必須使用標準的符號形式。

1.上方和下方數字的意義
    細想一位雜貨店老闆已經發展出一套特別之紀錄產品次序的方法，假如記『七個蘋果和三根香蕉』的次序只是簡單的寫著： 7/A 、3/B

    上方的數說明他需要多少個數量，下方的字母說明他需要什麼。這位雜貨店老闆的想法可以用來解釋分數使用的符號：上方是計數、下方說明數了什麼。

    陳列許多分數部分的集合，希望孩童數出每一組，並用分數詞寫下，像是『3個三分之一』。解釋你所展現的項目，如何把這些分數詞寫的簡單些。對每一個集合，在詞的旁邊寫下標準的分數，再出一些其他的集合做做看，孩童是否能說明如何寫分數，而不是在使用模型和書寫分數符號時已經發展的口述語言來解釋。
    接下來你在黑板寫下這些分數時，希望孩童能計數這些四分之一，並重複其他部分。

    1/4,2/4,3/4,4/4,5/4,6/4……

    1/6,2/6,3/6,4/6,5/6,6/6,7/6,8/6……

    1/8,2/8,3/8,4/8,5/8,6/8,7/8,8/8,9/8,10/8……

    討論每一列，這些分數像什麼？他們有什麼不同？每一列的什麼部分像計數的數？當你數四分之一或六分之一或八分之一時，為何下方的數保持相同？最後，問？分數上方的數告訴你什麼？分數下方的數告訴你什麼？這裡有一些解釋分數上方和下方數的推理：
 eq \o\ac(○,1)上方的數：這是計數的數，它告訴我們，我們有多少小份或部分；它告訴我們，我們討論的是多少部分；它是計數部分或小份。
 eq \o\ac(○,2)下方的數：這告訴我們什麼是被計數。他告訴我們什麼分數部分被計數，假如是一個4，它的意思是我們在數四分之一；假如是6，我們是在數六分之一等等。

    分數累加的概念有成熟的跡象，如3/4是數了三個叫四分之一的東西，這是孩童發展時很重要的想法。當聚焦在以下兩個分數符號的想法時，這種反覆的概念最清楚： eq \o\ac(○,1)上方的數是計數。 eq \o\ac(○,2)下方的數告訴我們數了什麼。

    分數的什麼是分數的部分，這些可以計數，分數符號只是簡便的說出多少和什麼。
2.分子和分母
    數一個集合就是點數，點數是計數的過程，在分數上方數的一般名稱是分子(numerator)。

    一個名稱－一類物件之名字，分數下方的數通稱是分母(denominator)。

3.帶分數和假分數
    當數分數的部分已經超過一個整體，學生也知道如何寫13/6或11/3，問他們『13個六分之一的另一種說法是什麼？』學生可能會提議『兩個整體和六分之一』或者『二加六分之一』，這些解釋都是正確的，而2＋1/6常寫成2 又1/6，這叫做帶分數(mixed fraction)注意要向孩童解釋這是一個使用符號的習慣，完全不需要教帶分數轉換成分數的規則，反之亦然。更正確的說，想想下面問題：

	活動－帶分數的名稱

給學生一個帶分數，像3又2/5，他們的任務是去發現一個總量相同的分數，他們可以用任何熟悉的材料或畫圖，但是必須能解釋他們的結果；相同的，希望學生由大於1的分數開始，像4/17，希望他們決定它的帶分數，並為他們的結果找出一個理由。


   用不同的分數重複上述的活動，一段時間以後，挑戰學生不使用模型描述出一個新的分數名稱，對3又1/4的合理解釋應該是：在一個整體中有4個四分之一，所以兩個整體中有8個四分之一，在三個整體中有12個四分之一，多餘的四分之一全部合起來有13個四分之一，或13/4。
    絕對沒有理由永遠只提供帶分數轉換分數的規則：『整體數目乘以下方數加上方數』，學生也不需要分數轉換成帶分數的規則：『用上方數除以下方數轉換成帶分數』這些規則在學生使用他們自己的語詞和完全了解下將很容易發展。

四、分數的數感

    聚焦在分數部分是一個重要的開始，因為它能幫助學生反思部分－整體的關係和分子分母相應的意義，但分數的數感要求更多－它要學生有一些分數的直覺感，他們應該知道一個特殊的分數『大約』有多大，很輕易的知道兩個個分數哪一個大。

分數部分的靈活應用

    孩童對數字有強烈認識，導致學習分數相關大小有困難。在他們的經驗中，較大的數字意即『多』；他們會把全數的概念轉至分數上：七比四多，所以七分之一應該比四分之一大。不需說明部分的數字和部分的大小間的關係，這應該是每一個學生本身想法過程中的一個創造活動。

	活動－單位分數的序詞

列出一組單位分數，如1/3，1/8、1/5和1/10。要求學生由小到大排列，質疑學生決定分數順序的方法，用很少的時間做這個活動，要求他們使用模型解釋他們的想法，鼓勵使用語彙『分享』(share)－在一個整體中越多分割，每一個分割就會越小。


    由此了解分數的基本概念，要知道強記的規則(較大的下方數即較小的分數)不只不適當，還有危險性。

	活動－將分數分解

考慮一個分數來做，例如，考慮1又1/4，這個任務是將其分解成兩個部分。很清楚的1又1/4是1和1/4，但還有沒有其他方式？讓學生列出一個表，並看到他們可以發現什麼，或許你會讓他們使用具體模型，或許讓他們自己選擇，或許你建議他們在活動中不要使用模型，當作他們自己意義的延伸。    


到了上述這個活動，這個活動在三到八年級進行，考慮一些可能的1又1/4：

所有使用四分之一的方法：1/4和4/4，2/4和3/4
所有使用其他分母的方法：1/8和9/8，2/8和8/8，3/8和7/8……
使用兩個或較多不同的分數：1/2和3/4，2/3和1/4，1/3和11/12

用錢或小數的方式來想：75分和50分，0.8和0.45

    提供一個部分，然後要求孩童以一種或多種方法決定另一個部分是什麼。孩童不會把這種題目當作減法，而會以他們有的概念來解決這個問題。這是評估孩童如何思考分數的一個好方法。

基準數0、一半和1

    分數最重要的參考點或基準點就是0，1/2和1。對比1小的分數而言，簡單比較三個已知數的一些訊息即可。例如：3/20是小的，因為它接近0；3/4在1/2和1之間；分數9/10相當接近1，因為任何比1大的分數是一個全數加上一個比1小的量。

	活動－0、一半或1

在黑板上，寫下一群10到15的分數，有些分數可以大於1，其他的範圍在0到1之間。讓學生將分數分類成三群：接近0的、接近1/2的接近1的，對接近1/2的那群又分出比1/2大或小的。這個任務的困難與分數有關。第一次做這個活動時，用1/20，53/100，或9/10這種很接近基準數的分數，一段時間後，大部分使用分母比20小的數，要包含一個或兩個像2/8或3/4這種剛好在基準數正中間的分數，通常需要每種分數做例子。


    下一個活動目標仍在發展這三個分數的基模，無論如何，在『接近分數』中，學生必須建立的概念比將分數分類更多。

	活動－越接近的分數

讓學生舉出對接近1但比1小的分數，接下來要求學生舉更接近1的分數，他們必須解釋為什麼他們知道這個分數比前面的分數更接近1。繼續對一些分數用相同的方法做幾次，每一次都要比先前的更接近1。相同的，試著接近0或1/2(包含不足與超過)。在這個活動進行的前幾次，讓學生使用模型來幫助他們思考，稍後，看他們不用模型或畫圖時，如何解釋他們工作，並聚焦在分數部分大小關係的討論上。


   了解為什麼一個分數接近0、1/2或1是一個分數數感好的開始，在這一個重要的簡單方法上，會開始聚焦分數的大小。
思考關於哪一個比較多

1.概念，不是規則
    你或許學過一些規則或比較分數的運算，通常是找出共同的分母並做交叉相乘，這些規則在得到正確答案可能是有效的，但它不需要考慮分數的大小，這是交叉相乘產生的特殊事實，假如學生在考慮不同分數關係的機會之前就教會這些規則，他們將幾乎沒有發展熟悉分數大小的數概念。比較活動在幫助孩童發展分數的概念上扮演一個有意義的角色，但要謹記心中，反思想法才是重要目標，不是選擇正確答案的運算方法。

2.比較概念的想法規律

    這兒列出的前兩個比較技能是依靠分數上方數和下方數的意義並且依靠單位分數部分的大小關係， eq \o\ac(○,3)和 eq \o\ac(○,4)的想法是使用0，1/2和1的額外想法當作考慮分數大小時的跳板或基準。

 eq \o\ac(○,1)較多相同大小的部分(分母相同)－例如比較3/8和5/8

 eq \o\ac(○,2)相同數目的部分但不同大小的分割(分子相同)－例如比較3/4和3/7
 eq \o\ac(○,3)比一半或一個整體多或少

 eq \o\ac(○,4)與一半和一個整體的距離。

其他比較方法

    當簡單的方法失敗，一個較難或較複雜的方法便需要了，最普遍的方法通常是轉換分數成一些其他的形式，而公分母是最常教的方法，但為什麼不用公分子呢？另一種想法是轉換分數成一種不同的記法－小數或百分數。

五、等值分數概念

概念VS.規則

    這兒是可能的一些答案：

     eq \o\ac(○,1)它們是一樣的，因為你可以簡化4/6和2/3。

     eq \o\ac(○,2)如果你有一個六件物品的組合，你拿了其中的四個，那就是4/6；但是你可以把6做成2個一組，所以你會有3組，然後4會成為3組中的2組，意思就是2/3。

                  [image: image2.png]



     eq \o\ac(○,3)如果你從2/3開始，你可以用2去乘上方數和下方數，你將會得到4/6，所以他們是相等的。

     eq \o\ac(○,4)如果你有一個切成3部分的正方形，你將其中2份塗黑，所以有2/3塗黑，假如你把所有3部分對切，那全部就有6部分，4部分被塗黑，所以他們是相同的量。

    作為概念和程序知識間有差異的例子，這些答案全都正確。雖然 eq \o\ac(○,2)和 eq \o\ac(○,4)的想

法不是非常有效率，但卻是很具概念的，步驟 eq \o\ac(○,1)和 eq \o\ac(○,3)的回應是相當有效率的，但沒有顯示出概念的知識。雖然所有學生最終都應該會寫出已知分數的等值分數，但應該等到學生了解結果的意義後才教導或使用。

    概念：如果兩個分數表示有相同的量或值，就是相等的。

    規則：要得到一個等值分數，用相同的非零的數乘(或除)上方數和下方數。
發現分數的不同名稱
    對等值分數概念的了解，一般的處理是要求學生使用模型產生分數模型不同的名稱。

1.面積或區域模式

	活動－摺疊再摺疊

摺紙對等值分數概念是有效的模型，要求學生把紙張摺成一半或三份，展開並把紙上的分數著色，寫下分數，現在再摺疊，並且再摺一次。在打開之前，這是很有趣的討論，紙上全部有多少區域，而著色的有多少；打開並討論著色區要給什麼分數名稱？為什麼？重複做，直到紙無法摺成更多摺。


2.長度模式

    等值分數用長度模型的模式就像面積模型上許多相同的方法，一個分數被成為模型，不同的長度用以決定分數其他的名稱。

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


          C   B  C  A
          第一摺(A)→1/2      第三摺(C)→4/8

           第二摺(B)→2/4      最後摺→8/16      
3.群組模式
    等值分數的普遍概念和組合模型相同，亦如同用長度和面積模型，雖然它在一個特殊的分數如何被分割上有較多的限制。

    例如：假如2/3的模型是12個計數物中的8個，這個特殊的表徵也可以視為4/6和8/12，但不能視為6/9或10/15，如同下圖中所示，一個已知的兩色計數物可以安排在不同的小群中來描述等值分數。
	○●○○●●●●●●○○●

●●○●○●●●○●● 24個計數物＝一個整體

                                      16個●和8個○


	●●●●●●●●
	16是2群的8

2/3和1/3

	●●●●●●●●
	

	○○○○○○○○
	


	●
●
●
●
	●●●●
	●●●●
	●●●●
	○○○○
	○○○○
	把16個○安排成4個一組
4/6和2/6



	活動－安排計數物，找出名稱

要求學生由一個特定的兩色計數物的數目開始－例如：32個計數物，其中24個是紅色，其餘是黃色，這個組合是整體。然後由安排計數物成不同顏色的小群，僅可能找出多種的名稱，用和○和X畫圖寫下紀錄。




第二單元：分數的認知結構
一、國小學童運思方式的發展
我們將國小學童運思方式，依序分為五個發展階段：
合成運思
此運思將數個『1』合而為一，形成一個集聚單位（例如：『10』）
累進性合成運思
此運思可以使用一個集聚單位（例如：『10』）為基礎，繼續合成新的『1』，而形成新的集聚單位，例如以『10』為起點，繼續合成3個『1』，而形成『13』。
部分─全體運思
此運思掌握『1』單位與以『1』為單位量所合成的集聚單位（例如：『10』）間的部分─全體關係，明顯地區分兩者的意義，故在混合使用兩種以上的被計數單位時，不混淆其計數的意義，可以將數個『集聚單位』和數個『1』單位合而為一，形成新的集聚單位，例如，區辨3 個『拾』與3個『壹』這兩個3具有不同的意義，而將『33』視為3個『拾』與3個『壹」的合成結果，發展由多單位的觀點，來解讀數字（詞）的意義。
測量運思
此運思以掌握『1』與集聚單位（例如：『10』）間的部分─全體關係為基礎，進而能掌握集聚單位（例如：『拾』）與以其為單位量所合成的另一集聚單位（例如：『10個拾』）間的部分─全體關係，故而是同時掌握兩個層級的部分─全體關係。換言之，在運思上，可以把任何整數（例如：『10』）當作單位量，而此整數成為測量單位。
比例運思
以掌握兩集聚單位的關係為運思的起點，形成新的單位來描述此關係，亦即掌握比值或有理數的概念，以關係為運思的對象，蘊涵著對共變性質的掌握，被此關係聯絡的兩集聚單位，如果產生等比例的變化，並不改變此關係。
全體運思的發展在三年級，測量運思發展在五年級，而比例運思的發展是國中的任務。

二、分數的概念階層與發展順序(表格)

	概念階層
	教材難易水準
	單位概念發展
	比例推理策略

	部分整體

等分

單位

分數

等值

商

測量

(面積)

(內涵量)

比、比例

運算子

(縮小)

向量

合成函數

有理數場
	＊部份整體

分數大小

等值(擴分)

＊分離量分數

分數大小

等值(約分)

分數加法

整數減分數

＊分離量分數

異分母分數

之大小

分數乘法

數線表示法

＊分數的分數

分數的綢密性

分數的除法

分數即是數

＊通分

分數基準量

分數不等式


	1.整數的複合單位

2.部分整體基模

－連續量

3.部分整體基模

－分離量(離散量)

4.多重等份的協調基模

5.部分等份的協調基模
	1.視覺或加法－

視覺判斷或嘗試錯誤

2.建構組型－

依據兩種量數間的粗略關係

3.前比例推理－

以畫圖、模擬、操作解題

4.質的比例推理－以比為一單位以了解數量關係

5.量的比例推理－理解比例的數量關係


三、分數概念的難易水準

    楊壬孝(民76，77，78)以我國兒童做研究，他將分數概念難易分成五個水準。依其報告(民78年，14頁)這五個水準的意義如下：

    水準1 (1)一個圖形的一部分

          (2)比較分數的大小(同分母)

          (3)分數的擴分

    水準2 (1)集合的一部分

          (2)比較分數的大小(同分子)

          (3)分數的約分

          (4)同分母分數的加法

          (5)從1減去一部分

    水準3 (1)找出圖形的一部分

          (2)比較分數的大小(異分母)

          (3)分數的乘法

          (4)數線上的數值

    水準4 (1)圖形的一部分(細分)

          (2)兩分數之間有無數個分數(稠密性)

          (3)分數的除法

          (4)分數是數的觀念

    水準5 (1)兩分數之間的通分與次序觀念

          (2)基準量

          (3)代表數與不等數

    這類研究依據兒童對試題通過人數比率決定一個試題的水準，所以水準高的問題就是兒童錯誤多的問題，並不表示這個問題不易學習或概念艱深，而可能只表示教師教學疏忽之處。

四、兒童對於分數的非正式知識

    Mack,Nancy K.(1990)以八個六年級兒童為對象，透過個別晤談與個別教學，以了解他們所具有的對於分數的直覺知識或非正式知識，並試圖研究如何使兒童尤其非正式知識過渡到正式知識。他發現若給這些兒童生活情境的分數問題，他們大都可以依其直覺知識與推理解決問題，但若給予的問題是抽象符號則常發生錯誤。例如問兒童：一個蛋糕分成6塊，和等分成8塊，哪一種情況你獲得比較多？兒童知道等分成6塊的比較多，因為分的塊數越少每一份就越大。但若問他們，1/6 和1/8哪一個大。則會1/8大，因為8比6大。他將其研究結果分成五點。
非正式的解決方法含有等分

    兒童解決分數問題常依賴等分的觀念，他們將單位分成幾個部分，而把每個部分看成有如代表整數的東西，而不是當成一個分數。例如將両個檸檬派吃掉1/5還剩多少？兒童的想法是把其中一整個派看成5/5，然後五塊中吃掉一塊還剩四塊，答案是1又4/5。
符號與演算程序之知識與具體表徵的知識間有隔閡

    兒童所解決的問題都是有真實生活情境脈絡的問題，依賴他的非正式知識解題，對於以符號敘寫的問題就束手無策了。如前所述，兒童認為1/8大於1/6。有的兒童有一種錯誤觀念：分數是整體的一部分。……它總是小於一整個。

在非正式知識之上建構知識

    Mack聯絡非正式知識與正式知識的方法是，先提出生活脈絡的問題給兒童，以斷定他們已具備的預備知識。給予適合其能力的問題，然後以符號敘寫方式提出與生活情境相當的問題，假如問題適當的話。兒童能以其非正式知識解決生活脈絡問題，常能以其非正式知識自己賦予符號意義。在教學上他常在真實情境與抽象符號間來回以便兒童將兩個知識聯絡起來。
記憶之演算程序造成的干擾

    所以這八個兒童在他們接受Mack教學之前，對於分數的計算都有一些零星的知識，而這些常是錯誤觀念，而且干擾有意義的學習，這些錯誤的計算程序使他們懶得用上他們的非正式知識。而且他們又深賴這些錯誤程序。

知識的遷移有限  

雖然兒童能在其非正式知識上建構其分數概念與演算程序，但他們對於分數的概念仍限於把分數看成是整體的部分－「有幾個小片」，因此其知識的遷移效果甚為有限。例如一個兒童被問到4/5和5/6哪一個大，他認為一樣大，因為4/5是整個中少了一塊，5/6也是整個中少了一塊，所以一樣大。當他們把分數概念用到分離量的時候，也有問題。例如要他們從六個中取出2/3，結果五個兒童拿出兩個來，認為二是全部的2/3，一個兒童解釋道：『你要的是三個中的兩個。』
    由這個研究可以發現兒童非正式知識在建構知識上的價值，也清楚看到機械學習所得的錯誤觀念如何干擾有意義學習。我國的文化背景和用語與他國多少有些不同，因此這個主題值得研究。例如我們常說用的『比』，像棒球比賽的五比一，可能並沒有倍數的涵義，這些日常用法是否影響兒童對於比例概念的學習值得研究。
第三單元：分數的教學策略
一、單位分數

    由前面分數概念的分析以及兒童分數概念發展的研究結果，都可以看到等分是分數的基礎，連續量的等分是兒童最意接受的觀念，所以連續量等分為教學的起點，建議教學程序如下，供參考。我們不一定要依這個過程教學，但這個程序的步驟代表循序漸進的概念層次，每一個步驟希望發展一個重要概念，教學時要注意兒童是否發展了必要的概念，假如給兒童一個生活問題讓他們自己建構，要注意所建構的概念是否有疏漏。

1.以各種模型或圖形讓兒童發現部分與整體的關係

     分數代表兩個量數的關係，單位分數則代表整體與一部分的關係，所以我們可以切割圓形板、蘋果等物讓兒童分辨何者為整體何者為部分。我們將圓形板切成兩半，讓兒童說出整個圓是全部，一半是部份，因為圓形本身有著整體的象徵，是很適用的表徵。兒童已有相當了解之後可以使用長方形圖型或蛋糕為教具。
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2.兒童以分割圓形或其他圖形以理解等分的概念

     分東西是否公平是生活中的重要經驗，教師分發一些圓形和長方形的紙片，叫兒童兩個人為一組分割圖型，教師說這是客人送來的大餅或蛋糕，兄弟兩人要平分大餅，一個人來切割一個人來選，為了公平，切割的人一定要分的一樣大，否則大的一份就被選走了。兒童對於這個活動甚感興趣。兒童把圖形分割完了之後可以讓他們發表是否分得公平、怎樣知道分得公平(也許是用看的、也許把兩半疊在一起，鼓勵用疊合的方法)？不妨教兒童『等分』的用語：分得一樣大是等分。教師可以發一些圖形讓兒童分辨哪些圖形分割的一樣大。
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3.從等分的具體物分辨幾份中的一份

     展示分割的圖形讓兒童分辨是否等分，假如是等分的話是分成幾份，這些作業兒童都能做的很好。將等分的圖形用斜線畫出其中一份，說這一份給你，你分得幾份中的一份？這類練習中常常提醒兒童是否分的一樣大，或者是否等分，要兒童說出「幾分中的一份」。
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4.介紹單位分數的術語和寫法

     利用分割的圖形說明分數的名稱是幾分之一，表示幾等分的一份。分數寫法是中間一條橫線，下面是分母代表等份分成幾份，上面是分子代表幾份中的幾份。

     在教學分數的術語或寫法時，要經常提醒所說的分數是哪一個整體的1/2或1/3，整個是1，這個部分是1/2或1/3。
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     本單元是二年級的教材，他們的抽象能力還很有限，因此教學內容要很簡單具體，使具體操作和符號意義用法密切結合，如此他們才容易了解學得成功，教師在予以獎勵，則學習有效更愉快。

5.練習分數寫法

     練習分數的寫法有兩種過程：(1)兒童由所示圖形寫出分數(2)看到分數能畫圖代表之。

     用圓形圖讓兒童寫出分數，他們若有困難可以予以指導：寫分數可以先畫一條橫線，橫線下方代表分成幾份，你數數看分成幾份，兒童回答正確則把答案寫在橫線下方。接著問他們畫斜線部分有幾份(1份)，請他們在橫線上方寫1。教他說出幾份中的一份，再用其他例子給予練習。
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    以上教學設計－概念順序發展編擬，過程循序漸進，但略嫌呆板。我們可以利用原有的分數知識安排較為活潑的活動。例如做蛋糕，兒童按食譜準備材料：糖半杯、蛋四個、麵粉二分之一杯、水三分之二杯等等，然後自己做蛋糕。小組活動中兒童便要討論各個用語的意義才能準備適當材料，這樣的活動可以激發兒童的學習動機，但可能形成不恰當的概念，或者不能改變原有的錯誤概念。例如兒童形成了三分之一就是三塊中的一塊錯誤概念，便固執這概念不肯改變。再者，形成概念時自己給概念命名是重要活動，但兒童自己命名之後不肯使用社會通用的名詞，或者在學習社會通用名詞時增加困擾，所以分數的用語(二分之一、三分之二等)最好直接教學。
二、真分數

    兒童假如有了單位分數的概念，很容易就可以導入真分數的概念，我們從單位分數命名開始，一個整體等分成四份，當中一份稱為四分之一，兩份則稱四分之二，有三份則稱四分之三，用一些分數板讓兒童練習真分數的讀法和寫法，練習方法同單位分數。社會通用的名詞是約定成俗的東西，直接教給兒童即可。

    由前面所引述的研究可知，單位概念的形成以及不單位間的變通性有助於分數概念的理解。’ 兒童能依據模型或圖畫表徵判斷一圖形中所代表的分數之後，我們可以說明，2/5也可以看成是1/5有兩個，兩個1/5就是2/5。兩個2/5也是四個1/5。這些介紹都配合具體物或圖形來解釋，而具體物是用來說明真實生活的事件用的；例如為了慶祝校慶，將教室分成八等份，八分之三用來展覽作品，八分之四用來表演，八分之一用來賣飲料。假如賣冰棒的地方需要租金50元，其他單位要多少租金？兒童用長方形紙張模擬這個故事以解決問題，兒童在這樣的操作中自然就學會了同分母分數的加法。
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三、分離量的分數

    當我們所等分的東西是分離量，如15元的1/3，1000元的1/10等等，這時每一個等份不是單項的單位而是複合單位。15元的三分之一是5元，5元是複合單位。從形成單位的心理過程來看，分離量的分數確實比連續量難多了，我們可以練習幾個一數以複習複合單位。如15個硬幣若是3個一數，可以有5堆，有就是15是五個3。

 1.複習連續量的分數

     以圖形或其他教具讓兒童練習圖形的部分是幾分之幾，或說出幾分之幾讓兒童畫圖表示之，或者說一個生活故事表示之，例如張先生把一塊地等分成五份，哥哥得3/5弟弟得2/5。

2.以錢幣為教具纇化分數的概念

     講故事：阿信的老闆拿了十元的1/10給阿信，阿信得了多少元？假如給她1000元的1/10是多少元？給她1000的1/2、1/5各是多少元？兒童對這些問題大都能自己想出答案，若有困難可以用錢幣與圖形配合以往教學內容已使得兒童更易推新的概念。如將十個一元的硬幣貼在長條紙上，說明這是全部，這全部的十分之一(將紙條分成十等分，剪下十分之一)是一元，二分之一是五元。
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四、等值分數—約分與擴分

 等值分數是比例概念的基礎，通分的計算也要用到約分與擴分，希望兒童理解約分與擴分的到哩，而非依固定程序計算。

1. 發覺問題

    舉生活實例引起動機並作為類化的範例。例：哥哥吃了二分之一個月餅，弟弟吃了四分之二個月餅，弟弟說哥哥吃的比較多，究竟誰吃的比較多？

2. 形成方法

    提供學生紙板，學生分組或師生共同研究解題的方法。學生可利用疊合的方法比較二分之一與四分之二，哪一個比較大。
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3. 蒐集資料

    教師另外提供一些題目讓兒童試著解題。如1/2=( )/6，1/3=( )/6，3/4=( )/12。

4. 形成假設

    兒童在前段所完成的題目中發現計算的規則。讓兒童討論，最後歸結出分子放大10倍，分母也要放大10倍；分母縮小3倍，分子也要縮小3倍。

5. 驗證假設
[image: image1.png]


    以直接具體的物品來驗證之前的問題，如拿兩段一樣長的毛線，分別剪下1/3與2/6來比較是否一樣長。

五、假分數的概念

    引進分數概念時我們將一整體等分成部分，以其部分為一個分數，假如在教學時又未能時時強調整體與部分的關係，亦即哪一個是1哪一個是1/2，則可能形成像Mack(1990)所以發現的個案一樣，認為分數都是小於1。如下圖，兒童可能會認為是5/8而非5/4。
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    建議學生放一個圓，強調這是1，然後以1/4的分數板疊在圓上，疊一塊說這是1/4、兩塊為2/4……，到4/4兒童都能接受。接著說，這塊也是這個圓的1/4，也疊在圓上(如圖)，變成1/4有五塊了，所以是5/4。如此兒童就可完全了解了。 
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第四單元：分數的綱要結構
▲提前   ▼挪後 ◎不變

	
	一年級
	二年級
	三年級
	四年級
	五年級
	六年級
	七年級

	分數
	
	2-n-10能在平分的情境中，認識分母在12以內的單位分數，並比較不同單位分數的大小。
	3-n-09
能在具體情境中，初步認識分數，並解決同分母分數的比較與加減問題。
	4-n-06
能在平分情境中，理解分數之「整數相除」的意涵。
	5-n-04

能用約分、擴分處理等值分數的換算。
	6-n-02
能認識兩數的最大公因數、最小公倍數與兩數互質的意義，理解最大公因數、最小公倍數的計算方式，並能將分數約成最簡分數。
	7-n-12
能理解負數的特性並熟練正負數（含小數、分數）的四則運算。

	
	
	
	
	4-n-07
能認識真分數、假分數與帶分數，熟練假分數與帶分數的互換，並進行同分母分數的比較、加、減與非帶分數的整數倍的計算。
	5-n-05
能用通分作簡單異分母分數的比較與加減。
	6-n-03
能理解除數為分數的意義及計算方法，並解決生活中的問題。
	7-n-14
能理解底數為分數且指數為非負整數的計算。

	
	
	
	
	4-n-08
能理解等值分數，進行簡單異分母分數的比較，並用來做簡單分數與小數的互換。
	5-n-06
能在測量情境中，理解分數之「整數相除」的意涵。
	6-n-05
能作分數的兩步驟四則混合計算。
	

	
	
	
	
	
	5-n-07
能理解乘數為分數的意義及計算方法，並解決生活中的問題。
	
	

	
	
	
	
	
	5-n-11
能將分數、小數標記在數線上。
	
	


